
Ãëàâà 1

Åëåìåíòè
êîìáiíàòîðèêè

1.1 Îñíîâíèé ïðèíöèï êîìáiíàòîðèêè

Êîìáiíàòîðèêà âèâ÷à¹ ñêií÷åííi ìíîæèíè. Ìíîæèíè
ïîçíà÷àòèìåìî âåëèêèìè ëàòèíñüêèìè ëiòåðàìè A,B,
C, . . . , ¨õíi åëåìåíòè � ìàëèìè. ×èñëî åëåìåíòiâ ñêií÷åí-
íî¨ ìíîæèíè A ïîçíà÷àòèìåìî n(A).

Îá÷èñëþþ÷è ÷èñëî åëåìåíòiâ ìíîæèíè A, çðó÷íî êî-
ðèñòóâàòèñÿ òàêèì ôàêòîì: ÿêùî ìiæ ìíîæèíàìè A i B
âñòàíîâëåíà âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü, òî

n(A) = n(B)

(÷àñòî ÷èñëî åëåìåíòiâ ìíîæèíè B îá÷èñëèòè ïðîñòiøå,
íiæ ÷èñëî åëåìåíòiâ ìíîæèíè A).

Ïðÿìèé äîáóòîê ìíîæèí. Íåõàé A i B � äîâiëü-
íi ìíîæèíè. Êîæíi äâà åëåìåíòè a ∈ A i b ∈ B âèçíà-
÷àþòü óïîðÿäêîâàíó ïàðó (a, b). Ìíîæèíó âñiõ óïîðÿä-
êîâàíèõ ïàð (a, b), a ∈ A, b ∈ B íàçèâàòèìåìî ïðÿìèì
(äåêàðòîâèì) äîáóòêîì ìíîæèí A i B i ïîçíà÷àòèìåìî
A×B.

Ïðèêëàä 1.1.1 . Çíàéòè ïðÿìi äîáóòêè A × B i
B ×A, äå A = {1, 2} i B = {3, 4, 5}.

Ðî ç â' ÿ ç à í í ÿ.A×B = {(1; 3), (1; 4), (1; 5), (2; 3), (2; 4),
(2; 5)}, B ×A = {(3; 1), (3; 2), (4; 1), (4; 2), (5; 1), (5; 2)}.
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Íåõàé çàäàíî k ìíîæèí A1, A2, . . . , Ak. Ìíîæèíó âïî-
ðÿäêîâàíèõ íàáîðiâ (a1, a2, . . . , ak), ó ÿêèõ a1 ∈ A1,
a2 ∈ A2, . . . , ak ∈ Ak, íàçèâàòèìåìî ïðÿìèì (äåêàðòîâèì)
äîáóòêîì ìíîæèí A1, A2, . . . , Ak i ïîçíà÷àòèìåìî

A1 ×A2 × · · · ×Ak.

Ïðèêëàä 1.1.2 . ßêùî A1 = R1, A2 = R1, A3 =
= R1, òî ïðÿìèé äîáóòîê A1 × A2 = R1 × R1 = R2 ¹
ïëîùèíîþ, à A1 × A2 × A3 = R1 × R1 × R1 = R3 � òðè-
âèìiðíèì ïðîñòîðîì.

Ïðàâèëî ìíîæåííÿ (îñíîâíèé ïðèíöèï êîìái-
íàòîðèêè). ×èñëî n(A × B) åëåìåíòiâ äåêàðòîâîãî äî-
áóòêó A×B ñêií÷åííèõ ìíîæèí A i B äîðiâíþ¹ äîáóòêó
n(A)n(B) ÷èñëà n(A) åëåìåíòiâ ìíîæèíè A i ÷èñëà n(B)
åëåìåíòiâ ìíîæèíè B:

n(A×B) = n(A)n(B).

Ñïðàâäi, äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà a ∈ A iñíó¹ n(B) åëå-
ìåíòiâ (a, b), b ∈ B, äåêàðòîâîãî äîáóòêó A×B. I îñêiëüêè
ìíîæèíà A ìiñòèòü n(A) åëåìåíòiâ, òî ÷èñëî n(A×B) åëå-
ìåíòiâ äåêàðòîâîãî äîáóòêó A×B äîðiâíþ¹ n(B)+n(B)+
. . . + n(B) = n(B)n(A) (ó ëiâié ÷àñòèíi n(A) äîäàíêiâ �
çà ÷èñëîì åëåìåíòiâ ó ìíîæèíi A).

Ïðàâèëî ìíîæåííÿ äëÿ äåêàðòîâîãî äîáóòêó k ìíî-
æèí: ÷èñëî n(A1 ×A2 × · · · ×Ak) åëåìåíòiâ äåêàðòîâîãî
äîáóòêó A1×A2×· · ·×Ak ñêií÷åííèõ ìíîæèí A1, A2, . . .
. . . , Ak äîðiâíþ¹ äîáóòêó n(A1)n(A2) . . . n(Ak) ÷èñëà åëå-
ìåíòiâ n(A1), n(A2), . . . , n(Ak) öèõ ìíîæèí:

n(A1 ×A2 × · · · ×Ak) = n(A1)n(A2) . . . n(Ak).

Ïðèêëàä 1.1.3. Íåõàé A = {1, 2, 3}, B = {4, 5, 6, 7}.
Çíàéòè n(A×B).

Ðî ç â' ÿ ç à í í ÿ. n(A×B) = n(A)n(B) = 3 · 4 = 12.
Ïðàâèëî ìíîæåííÿ â òåðìiíàõ äié. ×àñòî ïðàâè-

ëî ìíîæåííÿ ôîðìóëþþòü ó òåðìiíàõ äié.
Íåõàé íåîáõiäíî âèêîíàòè îäíó çà îäíîþ k äié. ßêùî

ïåðøó äiþ ìîæíà âèêîíàòè n1 ÷èñëîì ñïîñîáiâ, äðóãó �
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n2 ÷èñëîì ñïîñîáiâ i òàê äî k-¨ äi¨, ÿêó ìîæíà âèêîíà-
òè nk ÷èñëîì ñïîñîáiâ, òî âñi k äié ðàçîì ìîæóòü áóòè
âèêîíàíi n1n2 . . . nk ÷èñëîì ñïîñîáiâ.

Ñïðàâäi, ïîçíà÷èìî ÷åðåç A1 ìíîæèíó ñïîñîáiâ âèêî-
íàííÿ ïåðøî¨ äi¨, A2 � äðóãî¨, . . . , Ak � k-î¨ äi¨. Òîäi åëå-
ìåíò (a1, a2, . . . , ak) äåêàðòîâîãî äîáóòêó A1×A2×· · ·×Ak
çàäà¹ ñïîñiá âèêîíàííÿ âñiõ k äié ðàçîì. Òîìó ÷èñëî âñiõ
ñïîñîáiâ âèêîíàòè k äié äîðiâíþ¹ ÷èñëó åëåìåíòiâ äåêàð-
òîâîãî äîáóòêó A1 ×A2 × · · · ×Ak. Îòæå,

n(A1×A2×· · ·×Ak) = n(A1)n(A2) . . . n(Ak) = n1n2 . . . nk.

Ïðèêëàä 1.1.4 . Ñêiëüêè ÷îòèðèçíà÷íèõ ÷èñåë ìî-
æíà çàïèñàòè öèôðàìè 0, 1, 2, 3, 4, 5, ÿêùî æîäíà öèôðà
íå ïîâòîðþ¹òüñÿ áiëüøå îäíîãî ðàçó?

Ðî ç â' ÿ ç à í í ÿ. Çàïèñóþ÷è ÷îòèðèçíà÷íå ÷èñëî, ìè
âèêîíó¹ìî ÷îòèðè äi¨: çàïèñó¹ìî (çëiâà íàïðàâî) ïåðøó,
äðóãó, òðåòþ, ÷åòâåðòó öèôðè. Ïåðøó äiþ ìîæíà âèêîíà-
òè ï'ÿòüìà ñïîñîáàìè (íóëü íà ïåðøîìó ìiñöi íå ïèøóòü),
äðóãó � ï'ÿòüìà ñïîñîáàìè (îäíó öèôðó âæå âèêîðèñòà-
íî ïðè çàïèñóâàííi ïåðøî¨ çëiâà öèôðè, àëå, ïî÷èíàþ÷è ç
äðóãîãî ìiñöÿ, ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè íóëü), òðåòþ äiþ
� ÷îòèðìà ñïîñîáàìè, ÷åòâåðòó � òðüîìà. Òîìó çãiäíî ç
ïðàâèëîì ìíîæåííÿ âñi ÷îòèðè äi¨ ðàçîì ìîæíà âèêîíàòè
5·5·4·3 = 300 ñïîñîáàìè. Îòæå, öèôðàìè âiä 0 äî 5 ìîæíà
çàïèñàòè 300 ðiçíèõ ÷îòèðèçíà÷íèõ ÷èñåë, ó çàïèñó ÿêèõ
öèôðè íå ïîâòîðþâàòèìóòüñÿ.

Óïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè.Ìíîæèíó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ
ç n åëåìåíòiâ, íàçèâàòèìåìî n-åëåìåíòíîþ.

Îçíà÷åííÿ. n-Åëåìåíòíó ìíîæèíó Ω íàçèâàòèìåìî
âïîðÿäêîâàíîþ, ÿêùî êîæíîìó ¨¨ åëåìåíòó ïîñòàâëåíî ó
âiäïîâiäíiñòü ÷èñëî (íîìåð åëåìåíòà) âiä 1 äî n, ïðè÷îìó
òàê, ùî ðiçíèì åëåìåíòàì ïîñòàâëåíi ó âiäïîâiäíiñòü ðiçíi
íîìåðè (iíàêøå êàæó÷è, âñòàíîâëåíà âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà
âiäïîâiäíiñòü ìiæ ìíîæèíîþ Ω i ïiäìíîæèíîþ 1, 2, . . . , n
ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë).

Óïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè ¹ ðiçíèìè, ÿêùî âîíè âiäðiç-
íÿþòüñÿ àáî ñâî¨ìè åëåìåíòàìè, àáî ¨õíiì ïîðÿäêîì.

Êîæíó ñêií÷åííó ìíîæèíó ìîæíà âïîðÿäêóâàòè òàê:
çàïèñàòè âñi ¨¨ åëåìåíòè â ñïèñîê a, b, c, . . . , f , à ïîòiì
êîæíîìó åëåìåíòó ïðèïèñàòè íîìåð ìiñöÿ, íà ÿêîìó âií
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ñòî¨òü ó ñïèñêó; iíàêøå êàæó÷è, ðîçìiñòèòè åëåìåíòè ìíî-
æèíè íà çàíóìåðîâàíèõ ìiñöÿõ i ïðèïèñàòè êîæíîìó åëå-
ìåíòó íîìåð ìiñöÿ, íà ÿêîìó âií îïèíèâñÿ. Çàçâè÷àé òàê
i ðîáèòèìåìî.

Ïåðåñòàíîâêè.Óïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè, ÿêi âiäðiçíÿ-
þòüñÿ òiëüêè ïîðÿäêîì åëåìåíòiâ, àëå íå ñàìèìè åëåìåí-
òàìè, íàçèâàòèìåìî ïåðåñòàíîâêàìè.

Îçíà÷åííÿ. Ïåðåñòàíîâêîþ n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè
íàçèâàòèìåìî ¨¨ n-åëåìåíòíó âïîðÿäêîâàíó ïiäìíîæèíó.

Ïðèêëàä 1.1.5. Âèïèñàòè âñi ïåðåñòàíîâêè ìíîæè-
íè Ω = {a, b, c}.

Ðî ç â' ÿ ç à í í ÿ. (a, b, c), (a, c, b), (b, a, c), (b, c, a), (c, a, b),
(c, b, a).

×èñëî ïåðåñòàíîâîê. ×èñëî Pn óñiõ ïåðåñòàíîâîê
n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè (÷èñëî ñïîñîáiâ óïîðÿäêóâàííÿ
n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè) äîðiâíþ¹ n!, òîáòî

Pn = n!

Ïðèêëàä 1.1.6 . Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà âïî-
ðÿäêóâàòè ìíîæèíó ÷èñåë 1, 2, . . . , 2n òàê, ùîá ïàðíi
÷èñëà îäåðæàëè ïàðíi íîìåðè?

Ðî ç â' ÿ ç à í í ÿ. Ùîá óïîðÿäêóâàòè ìíîæèíó 1, 2, . . .
. . . , 2n, ðîçìiñòèìî 2n ÷èñåë íà 2n ìiñöÿõ, ïðè÷îìó òàê,
ùîá ïàðíi ÷èñëà îïèíèëèñÿ íà ìiñöÿõ ç ïàðíèìè íîìåðà-
ìè (à îòæå, íåïàðíi � íà ìiñöÿõ ç íåïàðíèìè íîìåðàìè).
Âèêîíà¹ìî öå çà äâi äi¨.

Äiþ ïåðøó � ðîçìiñòèòè n ïàðíèõ ÷èñåë íà n ïàðíèõ
ìiñöÿõ (óïîðÿäêóâàòè n-åëåìåíòíó ìíîæèíó) � ìîæíà
âèêîíàòè n! ñïîñîáàìè, äiþ äðóãó � ðîçìiñòèòè n íåïàð-
íèõ ÷èñåë íà n íåïàðíèõ ìiñöÿõ � n! ñïîñîáàìè.

Äâi äi¨ ðàçîì (ðîçìiñòèòè ïàðíi ÷èñëà íà ïàðíèõ ìiñ-
öÿõ, íåïàðíi íà íåïàðíèõ) çãiäíî ç ïðàâèëîì ìíîæåííÿ
ìîæíà âèêîíàòè (n!)2 ñïîñîáàìè.

Ðîçìiùåííÿ. Ðîçìiùåííÿì ç n åëåìåíòiâ ïî k íàçè-
âàòèìåìî âïîðÿäêîâàíó k-åëåìåíòíó ïiäìíîæèíó n-åëå-
ìåíòíî¨ ìíîæèíè.

Ðîçìiùåííÿ ç n åëåìåíòiâ ïî k ¹ ðiçíèìè, ÿêùî âîíè
âiäðiçíÿþòüñÿ àáî ñâî¨ìè åëåìåíòàìè, àáî ¨õíiì ïîðÿä-
êîì.
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Ïðèêëàä 1.1.7 . Íåõàé Ω = {a, b, c}. Âèïèñàòè âñi
ðîçìiùåííÿ ç 3 åëåìåíòiâ ïî 2.

Ðî ç â' ÿ ç à í í ÿ. (a, b), (b, a), (a, c), (c, a), (b, c), (c, b).
×èñëî ðîçìiùåíü. ×èñëî Akn óñiõ óïîðÿäêîâàíèõ

k-åëåìåíòíèõ ïiäìíîæèí n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè (÷è-
ñëî ðîçìiùåíü ç n åëåìåíòiâ ïî k) äîðiâíþ¹

n(n− 1) . . . (n− (k − 1)),

òîáòî
Akn = n(n− 1) . . . (n− (k − 1)).

Ïðèêëàä 1.1.8 . Ñêiëüêè òðèçíà÷íèõ òåëåôîííèõ
íîìåðiâ ìîæíà ñêëàñòè ç öèôð âiä 0 äî 9 òàê, ùîá ó
çàïèñó íîìåðà âñi öèôðè áóëè ðiçíi?

Ðî ç â' ÿ ç à í í ÿ. Òðèçíà÷íèé òåëåôîííèé íîìåð ç ðiç-
íèõ öèôð ¹ 3-åëåìåíòíîþ âïîðÿäêîâàíîþ ïiäìíîæèíîþ
ìíîæèíè 0, 1, . . . , 9. À êiëüêiñòü A3

10 3-åëåìåíòíèõ óïî-
ðÿäêîâàíèõ ïiäìíîæèí, ÿêi ìîæíà ñêëàñòè ç åëåìåíòiâ
10-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè, äîðiâíþ¹ 10 · 9 · 8, òîáòî

A3
10 = 10 · 9 · 8 = 720.

Ñïîëóêè (êîìáiíàöi¨). Ñïîëóêîþ (êîìáiíàöi¹þ) ç
n åëåìåíòiâ ïî k íàçèâàòèìåìî k-åëåìåíòíó ïiäìíîæèíó
n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè.

Ñïîëóêè ç n åëåìåíòiâ ïî k ¹ ðiçíèìè, ÿêùî âîíè âiä-
ðiçíÿþòüñÿ ñâî¨ìè åëåìåíòàìè (ïðèíàéìíi îäíèì). Ïîðÿ-
äîê åëåìåíòiâ ó ñïîëóöi íå ¹ iñòîòíèì � ñïîëóêè, ùî ñêëà-
äàþòüñÿ ç îäíèõ i òèõ ñàìèõ åëåìåíòiâ, íåðîçðiçíåííi.

Ïðèêëàä 1.1.9 . Íåõàé Ω = {a, b, c}. Âèïèñàòè âñi
ñïîëóêè ç 3 åëåìåíòiâ ïî 1 i ç 3 ïî 2.

Ðî ç â' ÿ ç à í í ÿ. {a}, {b}, {c} � óñi ñïîëóêè ç 3 åëåìåí-
òiâ ïî 1, {a, b}, {a, c}, {b, c} � ç 3 ïî 2.

Çàçíà÷èìî, ùî ÿê ñïîëóêè {a, b} i {b, a}; {b, c} i {c, b}
òà {a, c} i {c, a} ñïiâïàäàþòü.

×èñëî ñïîëóê. ×èñëî Ckn óñiõ k-åëåìåíòíèõ ïiäìíî-
æèí n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè (÷èñëî ñïîëóê ç n åëåìåí-
òiâ ïî k) äîðiâíþ¹ n!/(k!(n− k)!), òîáòî

Ckn =
n!

k!(n− k)!
.
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Ïðèêëàä 1.1.10 (øàõîâå ìiñòî). Ðîçãëÿíåìî ïðÿ-
ìîêóòíó ñiòêó êâàäðàòiâ � �øàõîâå ìiñòî�, ÿêå ñêëà-
äà¹òüñÿ ç m × n êâàäðàòíèõ êâàðòàëiâ, âiäîêðåìëåíèõ
n − 1 �ãîðèçîíòàëüíèìè� i m − 1 �âåðòèêàëüíèìè� âó-
ëèöÿìè (ðèñ. 1.1.1). Ñêiëüêè íà öié ñiòöi ðiçíèõ íàé-
êîðîòøèõ øëÿõiâ, ÿêi âåäóòü ç ëiâîãî íèæíüîãî êóòà
(òî÷êè (0, 0)) äî ïðàâîãî âåðõíüîãî êóòà (ó òî÷êó (m,n))?

(0,   )n

(    ,   )m 0

0

(m,n)

Ðèñ. 1.1.1: �Øàõîâå ìiñòî�

Ð î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Ïîçíà÷èìî áóêâîþ Ã ãîðèçîíòàëüíèé
âiäðiçîê øëÿõó, áóêâîþ Â � âåðòèêàëüíèé. Êîæåí íàé-
êîðîòøèé øëÿõ ç (0, 0) ó (m,n) ìà¹ n âåðòèêàëüíèõ âiä-
ðiçêiâ i m ãîðèçîíòàëüíèõ. Âií öiëêîì çàäà¹òüñÿ âïîðÿä-
êîâàíîþ ïîñëiäîâíiñòþ çàâäîâæêè n + m, ñêëàäåíîþ ç
m áóêâ Ã i n áóêâ Â i íàâïàêè. Òîìó ÷èñëî íàéêîðîòøèõ
øëÿõiâ äîðiâíþ¹ ÷èñëó ïîñëiäîâíîñòåé çàâäîâæêè n+m,
ñêëàäåíèõ ç m áóêâ Ã i n áóêâ Â. Êîæíà òàêà ïîñëiäîâ-
íiñòü îäíîçíà÷íî çàäà¹òüñÿ âèáîðîì m ìiñöü ç n+m äëÿ
áóêâè Ã (ìiñöÿ, ùî çàëèøàþòüñÿ, çàïîâíþþòüñÿ áóêâà-
ìè Â), òîìó ¨õí¹ ÷èñëî äîðiâíþ¹ Cmn+m.

Ðîçáèòòÿ ìíîæèíè. Ðîçáèòòÿì n-åëåìåíòíî¨ ìíî-
æèíè Ω íà m ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ íåïîðîæíiõ ïiäìíî-
æèí, ùî ìiñòÿòü k1, k2, . . . , km åëåìåíòiâ (k1 + k2 + . . .
. . .+ km = n), íàçèâàòèìåìî âïîðÿäêîâàíèé íàáið

(A,B,C, . . . , S)
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íåïåðåòèííèõ ïiäìíîæèí Ω, ùî ìiñòÿòü âiäïîâiäíî k1, k2,
. . . , km åëåìåíòiâ.

Äâà ðîçáèòòÿ íàm ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ íåïîðîæíiõ
ïiäìíîæèí, ùî ìiñòÿòü âiäïîâiäíî k1, k2, . . . , km åëåìåí-
òiâ, ðiçíi, ÿêùî õî÷à á â îäíié iç ïàð âiäïîâiäíèõ kj-åëå-
ìåíòíèõ ïiäìíîæèí (j = 1, 2, . . . ,m) ¹ ðiçíi åëåìåíòè.

Ïðèêëàä 1.1.11 . Íàâåñòè âñi ìîæëèâi ðîçáèòòÿ
ìíîæèíè Ω = {a, b, c, d} íà òðè ïîïàðíî íåïåðåòèííi
ïiäìíîæèíè A, B, C, ùî ìiñòÿòü âiäïîâiäíî k1 = 1,
k2 = 2, k3 = 1 åëåìåíòiâ.

Ðî ç â' ÿ ç à í í ÿ.

({a}, {b, c}, {d}); ({a}, {c, d}, {b}); ({a}, {b, d}, {c});
({b}, {a, c}, {d}); ({b}, {c, d}, {a}); ({b}, {a, d}, {c});
({c}, {a, b}, {d}); ({c}, {a, d}, {b}); ({c}, {b, d}, {a});
({d}, {a, b}, {c}); ({d}, {a, c}, {b}); ({d}, {b, c}, {a}).
Çàçíà÷èìî, ùî, íàïðèêëàä, ðîçáèòòÿ ({a}, {b, c}, {d})

i ({d}, {b, c}, {a}) ìíîæèíè Ω = {a, b, c, d} ¹ ðiçíèìè.
×èñëî ðîçáèòòiâ ìíîæèíè íà ïiäìíîæèíè. ×èñ-

ëî Cn(k1, k2, . . . , km) âñiõ ðîçáèòòiâ n-åëåìåíòíî¨ ìíî-
æèíè Ω íà m ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ ïiäìíîæèí, ùî
ìiñòÿòü âiäïîâiäíî k1, k2, . . . , km åëåìåíòiâ (k1 +k2 + . . .
. . .+ km = n), äîðiâíþ¹ n!/(k1!k2! . . . km!), òîáòî

Cn(k1, k2, . . . , km) =
n!

k1!k2! . . . km!
.

Ïåðåñòàíîâêè ç ïîâòîðåííÿìè. Ïåðåñòàíîâêîþ ç
ïîâòîðåííÿìè (ñëîâîì) çàâäîâæêè n, óòâîðåíîþ ç k1 åëå-
ìåíòiâ (áóêâ) a1, k2 åëåìåíòiâ (áóêâ) a2, . . . , km åëåìåíòiâ
(áóêâ) am (k1 + k2 + . . .+ km = n) íàçèâàòèìåìî âïîðÿä-
êîâàíó ïîñëiäîâíiñòü çàâäîâæêè n, ñêëàäåíó ç k1 åëåìåí-
òiâ (áóêâ) a1, k2 åëåìåíòiâ (áóêâ) a2, . . . , km åëåìåíòiâ
(áóêâ) am.

Äâà ñëîâà çàâäîâæêè n, óòâîðåíi ç k1 áóêâ a1, k2 áóêâ
a2, . . . , km áóêâ am ðiçíi, ÿêùî âîíè âiäðiçíÿþòüñÿ ïî-
ðÿäêîì áóêâ.

×èñëî ïåðåñòàíîâîê ç ïîâòîðåííÿìè. ×èñëî ïå-
ðåñòàíîâîê ç ïîâòîðåííÿìè (ñëiâ) çàâäîâæêè n, ÿêi
ìîæíà óòâîðèòè ç k1 åëåìåíòiâ (áóêâ) a1, k2 åëåìåí-
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òiâ (áóêâ) a2, . . . , km åëåìåíòiâ (áóêâ) am (k1 + k2 + . . .
. . .+ km = n), äîðiâíþ¹ Cn(k1, k2, . . . , km).

Ïðèêëàä 1.1.12. Ñêiëüêè iñíó¹ ñïîñîáiâ ðîçìiùåííÿ
n ðiçíèõ ÷àñòèíîê ïî m êîìiðêàõ òàê, ùîá äî ïåðøî¨
êîìiðêè ïîòðàïèëî k1 ÷àñòèíîê, äî äðóãî¨ � k2, . . . , äî
m-¨ � km?

Ðî ç â' ÿ ç à í í ÿ. Ðîçiá'¹ìî n-åëåìåíòíó ìíîæèíó ðîç-
ðiçíåííèõ ÷àñòèíîê íà m íåïåðåòèííèõ ïiäìíîæèí:
k1-åëåìåíòíó ïiäìíîæèíó ÷àñòèíîê, ÿêi ïîòðàïëÿþòü äî
ïåðøî¨ êîìiðêè, k2-åëåìåíòíó � äî äðóãî¨, . . . , km-åëå-
ìåíòíó ïiäìíîæèíó ÷àñòèíîê, ÿêi ïîòðàïëÿþòü äî m-¨
êîìiðêè (k1 + k2 + . . . + km = n). À ÷èñëî ñïîñîáiâ ðîç-
áèòè n-åëåìåíòíó ìíîæèíó, ÿê îïèñàíî âèùå, äîðiâíþ¹
Cn(k1, k2, . . . , km).

Ñïîëóêè (êîìáiíàöi¨) ç ïîâòîðåííÿìè. Ñïîëóêîþ
(êîìáiíàöi¹þ) ç m åëåìåíòiâ ïî n ç ïîâòîðåííÿìè íà-
çèâàòèìåìî íàáið (ìíîæèíó) ç n åëåìåíòiâ, êîæåí ç ÿêèõ
íàëåæèòü îäíîìó ç m òèïiâ.

Ñïîëóêà ç m åëåìåíòiâ ïî n ç ïîâòîðåííÿìè îäíîç-
íà÷íî çàäà¹òüñÿ ÷èñëîì x1 åëåìåíòiâ ïåðøîãî òèïó, ÷èñ-
ëîì x2 åëåìåíòiâ äðóãîãî òèïó i ò. ä., ÷èñëîì xm åëåìåí-
òiâ m-ãî òèïó, ùî äî íå¨ âõîäÿòü, òîáòî âèçíà÷à¹òüñÿ ïî-
ñëiäîâíiñòþ (x1, x2, . . . , xm) íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë, òà-
êèõ, ùî x1 + x2 + . . . + xm = n, i íàâïàêè � ñïîëó-
êà ç m åëåìåíòiâ ïî n ç ïîâòîðåííÿìè çàäà¹ ïîñëiäîâ-
íiñòü (x1, x2, . . . , xm) öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë òàêó, ùî
x1 + x2 + . . . + xm = n (x1 � ÷èñëî åëåìåíòiâ ïåðøîãî
òèïó, x2 � äðóãîãî i ò. ä., xm � ÷èñëî åëåìåíòiâ m-ãî
òèïó).

Äâi ñïîëóêè ç ïîâòîðåííÿìè ç m åëåìåíòiâ ïî n ðiç-
íi, ÿêùî âîíè âiäðiçíÿþòüñÿ êiëüêiñòþ åëåìåíòiâ õî÷à á
îäíîãî òèïó. Ïîðÿäîê åëåìåíòiâ ó ñïîëóöi ç ïîâòîðåííÿìè
íåiñòîòíèé.

Ïðèêëàä 1.1.13 . Íàâåñòè âñi ñïîëóêè ç ïîâòîðåí-
íÿìè ç 4 åëåìåíòiâ a, b, c, d ïî 2.

Ðî ç â' ÿ ç à í í ÿ. aa, bb, cc, dd, ab, ac, ad, bc, bd, dc.
×èñëî ñïîëóê ç ïîâòîðåííÿìè. ×èñëî fnm ñïîëóê

ç m åëåìåíòiâ ïî n ç ïîâòîðåííÿìè äîðiâíþ¹ Cm−1
n+m−1,

òîáòî

fnm = Cm−1
n+m−1.

8



ßêùî n > m, òî ÷èñëî òàêèõ ñïîëóê ç m åëåìåíòiâ
ïî n ç ïîâòîðåííÿìè, â ÿêèõ êîæåí åëåìåíò çóñòði-

÷à¹òüñÿ õî÷à á îäèí ðàç, äîðiâíþ¹ Cm−1
n−1 .

Ïðèêëàä 1.1.14 . Ñêiëüêè íåâiä'¹ìíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ó
öiëèõ ÷èñëàõ ìà¹ ðiâíÿííÿ x1 + x2 + . . .+ xm = n?

Ðî ç â' ÿ ç à í í ÿ. Ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

x1 + x2 + . . .+ xm = n

ó öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñëàõ ¹ ïîñëiäîâíiñòü (x1, x2, . . . , xm)
öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë, ó ÿêî¨ x1 +x2 + . . .+xm = n. Êî-
æíà òàêà ïîñëiäîâíiñòü çàäà¹ ñïîëóêó ç m åëåìåíòiâ ïî n
ç ïîâòîðåííÿìè (i íàâïàêè). Òîìó øóêàíå ÷èñëî ðîçâ'ÿç-
êiâ äîðiâíþ¹ ÷èñëó fnm ñïîëóê ç m åëåìåíòiâ ïî n ç ïîâ-
òîðåííÿìè.

Ñïîëóêè ç ïîâòîðåííÿìè i ñëîâà. Íåõàé ìè ìà-
¹ìî ñëîâî çàâäîæêè n, ñêëàäåíå ç m áóêâ (åëåìåíòiâ):
x1 áóêâ a1, x2 áóêâ a2, i ò. ä., xm áóêâ am (x1 + x2 + . . .
. . . + xm = n). �Çñèïåìî� áóêâè ñëîâà â óðíó, îòðèìà¹ìî
íàáið iç n åëåìåíòiâ, ó ÿêîìó ÷èñëî åëåìåíòiâ ïåðøîãî
òèïó äîðiâíþ¹ x1, äðóãîãî � x2, i ò. ä., m-ãî òèïó � xm,
òîáòî îòðèìà¹ìî ñïîëóêó ç m åëåìåíòiâ ïî n ç ïîâòîðåí-
íÿìè (îäíó) iç çàäàíèì ÷èñëîì åëåìåíòiâ êîæíîãî òèïó,
ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ñëîâîì.

Íàâïàêè. Íåõàé ìè ìà¹ìî ñïîëóêó ç m åëåìåíòiâ ïî
n ç ïîâòîðåííÿìè, ó ÿêié ÷èñëî åëåìåíòiâ ïåðøîãî òè-
ïó äîðiâíþ¹ x1, äðóãîãî � x2 i ò. ä., m-ãî òèïó � xm
(ìà¹ìî íàáið iç n åëåìåíòiâ, �çñèïàíèõ� â óðíó: x1 åëå-
ìåíòiâ a1, x2 åëåìåíòiâ a2 i ò. ä., xm åëåìåíòiâ am). Ðîç-
ìiñòèâøè åëåìåíòè íà n çàíóìåðîâàíèõ ìiñöÿõ (óïîðÿä-
êóâàâøè ¨õ), îòðèìà¹ìî ñëîâî. ×èñëî âñiõ òàêèõ ñëiâ äî-
ðiâíþ¹ Cn(x1, x2, . . . , xm).

1.2 Çàäà÷i

ÀÇ: 1.3◦, 1.10, 1.14, 1.16◦, 1.18, 1.19◦, 1.22, 1.23, 1.25.
ÑÇ: 1.4◦, 1.5◦, 1.11◦, 1.15, 1.17◦, 1.20, 1.24, 1.27, 1.30, 1.32.

Ó çàäà÷àõ, ùî ïðîïîíóþòüñÿ, ïåðø íiæ ïiäðàõîâóâàòè
÷èñëî åëåìåíòiâ òi¹¨ ÷è iíøî¨ ìíîæèíè, òðåáà ÷iòêî ç'ÿñó-
âàòè: ùî ñàìå ÿâëÿþòü ñîáîþ öi åëåìåíòè (òîáòî, ùî
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ïiäðàõîâóâàòè). Ïåðø íiæ âiäïîâiäàòè íà ïèòàííÿ �ñêiëü-
êè? �, òðåáà âiäïîâiñòè íà ïèòàííÿ �ùî? � (ùî ðàõóâàòè-
ìåìî).

1.1◦. Ç ìiñòà A äî ìiñòà B âåäå n äîðiã, à ç B äî C �
m äîðiã. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà çäiéñíèòè ïîäîðîæ
çà ìàðøðóòîì A−B − C?

1.2◦. Íà âåðøèíó ãîðè âåäå ñiì ñòåæîê. Ñêiëüêîìà
ñïîñîáàìè òóðèñò ìîæå ïiäíÿòèñÿ íà ãîðó é ñïóñòèòèñÿ
ç íå¨? Âiäïîâiñòè íà öå ïèòàííÿ çà óìîâè, ùî ñõîäæåííÿ
òà ñïóñê âiäáóâàþòüñÿ ðiçíèìè øëÿõàìè.

1.3◦. Ó ðîçiãðàøó ïåðøîñòi êðà¨íè ç ôóòáîëó áåðóòü
ó÷àñòü 17 êîìàíä. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæóòü áóòè ðîç-
ïîäiëåíi ìiæ íèìè çîëîòà, ñðiáíà òà áðîíçîâà ìåäàëi?

1.4◦. Ñêiëüêè òðèçíà÷íèõ ÷èñåë ìîæíà çàïèñàòè öèô-
ðàìè 0, 1, 2, 3, 4?

1.5◦. Ñêiëüêè òðèçíà÷íèõ ÷èñåë ìîæíà çàïèñàòè öèô-
ðàìè 0, 1, 2, 3, 4, ÿêùî êîæíó ç íèõ âèêîðèñòîâóâàòè íå
áiëüøå îäíîãî ðàçó?

1.6◦. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ñiì îñiá ìîæóòü ñòàòè â
÷åðãó äî êàñè?

1.7◦. Ó÷íi âèâ÷àþòü 10 ïðåäìåòiâ. Ó ïîíåäiëîê çà ðîç-
êëàäîì 6 óðîêiâ, ïðè÷îìó âñi âîíè ðiçíi. Ñêiëüêîìà ñïîñî-
áàìè ìîæíà ñêëàñòè ðîçêëàä íà ïîíåäiëîê?

1.8◦. Ñêiëüêè ¹ ï'ÿòèçíà÷íèõ ÷èñåë, ùî äiëÿòüñÿ íà 5?
1.9◦. Àâòîìîáiëüíèé íîìåð ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ëiòåð i

÷îòèðüîõ öèôð. ßêå ÷èñëî ðiçíèõ íîìåðiâ ìîæíà ñêëàñòè,
âèêîðèñòîâóþ÷è 26 ëiòåð ëàòèíñüêîãî àëôàâiòó?

1.10. Ó ðîçiãðàøó ïåðøîñòi êðà¨íè ç ôóòáîëó áåðóòü
ó÷àñòü 16 êîìàíä. Êîìàíäè, ÿêi çäîáóäóòü ïåðøå, äðóãå é
òðåò¹ ìiñöÿ, íàãîðîäæóþòü âiäïîâiäíî çîëîòîþ, ñðiáíîþ
i áðîíçîâîþ ìåäàëÿìè, à êîìàíäè, ÿêi îïèíÿòüñÿ íà äâîõ
îñòàííiõ ìiñöÿõ, çàëèøàòü âèùó ëiãó. Ñêiëüêè ðiçíèõ ðå-
çóëüòàòiâ ïåðøîñòi ìîæå áóòè?

1.11◦. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ç 9 îñiá âèáðàòè
êîìiñiþ ó ñêëàäi 4 îñiá?

1.12◦. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ÷èòà÷ ìîæå âèáðàòè òðè
êíèãè ç ï'ÿòè?

1.13◦. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçìiñòèòè íà ïî-
ëèöi 4 ðiçíi êíèãè?

1.14. Íåõàé p1, p2, . . . , pn � ðiçíi ïðîñòi ÷èñëà. Ñêiëü-
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êè äiëüíèêiâ ìà¹ ÷èñëî

m = pα1
1 pα2

2 . . . pαn
n ,

äå α1, α2, . . . , αn � äåÿêi íàòóðàëüíi ÷èñëà?
1.15. Ñêiëüêè ¹ ïåðåñòàíîâîê ç n åëåìåíòiâ, ó ÿêèõ

äâà âêàçàíi ñòîÿòü ïîðÿä?
1.16◦. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçñàäèòè 4 ó÷íiâ

íà 25 ìiñöÿõ?
1.17◦. Ñòóäåíòó íåîáõiäíî ïðîòÿãîì 8 äíiâ ñêëàñòè

4 åêçàìåíè (çà îäèí äåíü ñòóäåíò ñêëàäà¹ íå áiëüøå îäíî-
ãî åêçàìåíó). Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè öå ìîæíà çðîáèòè?

1.18. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà âïîðÿäêóâàòè ìíî-
æèíó {1, 2, 3, . . . , n} òàê, ùîá ÷èñëà 1, 2, 3 ñòîÿëè ïîðÿä
i â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ?

1.19. Ñêiëüêè ¹ ÷îòèðèçíà÷íèõ ÷èñåë, ó ÿêèõ êîæíà
íàñòóïíà öèôðà áiëüøà çà ïîïåðåäíþ?

1.20. Ñêiëüêè ¹ ÷îòèðèçíà÷íèõ ÷èñåë, ó ÿêèõ êîæíà
íàñòóïíà öèôðà ìåíøà çà ïîïåðåäíþ?

1.21∗. Ó ïðÿìîêóòíó òàáëèöþ ç m ðÿäêiâ i n ñòîâïöiâ
òðåáà çàïèñàòè ÷èñëà +1 i −1 òàê, ùîá äîáóòîê ÷èñåë ó
êîæíîìó ðÿäêó é êîæíîìó ñòîâïöi äîðiâíþâàâ 1. Ñêiëü-
êîìà ñïîñîáàìè öå ìîæíà çðîáèòè?

1.22. Ìà¹ìî p áiëèõ i q ÷îðíèõ êóëü (p > q). Ñêiëüêî-
ìà ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçìiñòèòè ó ðÿä óñi êóëi òàê, ùîá
æîäíi 2 ÷îðíi êóëi íå ëåæàëè ïîðÿä?

1.23. Íà ïëîùèíi ïðîâåäåíî n ïðÿìèõ òàê, ùî íiÿêi
äâi ç íèõ íå ïàðàëåëüíi é íiÿêi òðè íå ïåðåòèíàþòüñÿ â
îäíié òî÷öi.

1) Çíàéäiòü êiëüêiñòü òî÷îê ïåðåòèíó ïðÿìèõ.
2) Ñêiëüêè òðèêóòíèêiâ óòâîðþþòü ïðÿìi?
3) Íà ñêiëüêè ÷àñòèí ïîäiëÿòü ïëîùèíó ïðÿìi?
4) Ñêiëüêè ñåðåä ÷àñòèí, íà ÿêi ïîäiëÿ¹òüñÿ ïëîùèíà

ïðÿìèìè, îáìåæåíèõ i ñêiëüêè íåîáìåæåíèõ?
1.24. Ñêiëüêè äiàãîíàëåé ìà¹ îïóêëèé n-êóòíèê?
1.25.Ó ñêiëüêîõ òî÷êàõ ïåðåòèíàþòüñÿ äiàãîíàëi îïóê-

ëîãî n-êóòíèêà, ÿêùî æîäíi òðè ç íèõ íå ïåðåòèíàþòüñÿ
â îäíié òî÷öi?

1.26∗. Â îïóêëîìó n-êóòíèêó ïðîâåäåíî âñi äiàãîíàëi.
Âiäîìî, ùî æîäíi òðè ç íèõ íå ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié
òî÷öi. Íà ñêiëüêè ÷àñòèí áóäå ïîäiëåíî ïðè öüîìó n-êóò-
íèê?
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1.27. Äîâåñòè, ùî

n(A1 ×A2 × · · · ×Ak) = n(A1)n(A2) . . . n(Ak).

1.28. Äîâåñòè, ùî ÷èñëî ñïîñîáiâ óïîðÿäêóâàòè n-åëå-
ìåíòíó ìíîæèíó äîðiâíþ¹ n!

1.29. Äîâåñòè, ùî ÷èñëî Akn ðîçìiùåíü ç n åëåìåíòiâ
ïî k äîðiâíþ¹ n(n− 1) . . . (n− (k − 1)).

1.30. Äîâåñòè, ùî Ckn � ÷èñëî k-åëåìåíòíèõ ïiäìíî-
æèí n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè � äîðiâíþ¹ n!/(k!(n− k)!).

1.31. Äîâåñòè, ùî

(a+ b)n =

n∑
k=0

Ckna
kbn−k.

1.32. Äîâåñòè, ùî ÷èñëî Cn(k1, k2, . . . , km) ñïîñîáiâ
ðîçáèòè n-åëåìåíòíó ìíîæèíó íà m íåïåðåòèííèõ ïiä-
ìíîæèí âiäïîâiäíî ç k1, k2, . . . , km åëåìåíòàìè äîðiâíþ¹
n!/(k1!k2! . . . km!).

1.33. Äîâåñòè, ùî iñíó¹ Cn(k1, k2, . . . , km) ñëiâ çàâ-
äîâæêè n ç k1 áóêâ a1, k2 áóêâ a2, . . . , km áóêâ am.

1.34. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ïîäiëèòè m+n+ s
ïðåäìåòiâ íà òðè ãðóïè òàê, ùîá â îäíié ãðóïi áóëî m
ïðåäìåòiâ, ó äðóãié � n, ó òðåòié � s?

1.35. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ïîäiëèòè 3n ïðåä-
ìåòiâ ìiæ òðüîìà îñîáàìè òàê, ùîá êîæíà îñîáà îòðèìàëà
n ïðåäìåòiâ?

1.36. Äîâåñòè, ùî ÷èñëî fnm ñïîëóê ç m åëåìåíòiâ ïî
n ç ïîâòîðåííÿìè äîðiâíþ¹ Cm−1

n+m−1.
1.37. Äîâåñòè, ùî ÷èñëî ñïîëóê ç m åëåìåíòiâ ïî n ç

ïîâòîðåííÿìè (n > m), â ÿêèõ êîæåí åëåìåíò çóñòði÷à-
¹òüñÿ õî÷à á îäèí ðàç, äîðiâíþ¹ Cm−1

n−1 .
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Ðîçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè,
âiäïîâiäi äî ãëàâè 1

1.1◦. mn. 1.2◦. 49; 42. 1.3◦. 17 · 16 · 15.
1.4◦. 4 · 5 · 5. 1.5◦. 4 · 4 · 3. 1.6◦. 7!
1.7◦. A6

10. 1.8◦. 9 · 10 · 10 · 10 · 2. 1.9◦. 262 · 104.
1.10. 16 · 15 · 14 · C2

13. 1.11◦. C4
9 . 1.12◦. C3

5 .
1.13◦. 4!
1.14. Äiëüíèêè ÷èñëà m = pα1

1 pα2
2 . . . pαn

n ìàþòü âè-

ãëÿä pβ11 p
β2
2 . . . pβnn i âèçíà÷àþòüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ öiëèõ íå-

âiä'¹ìíèõ ÷èñåë (β1, β2, . . . , βn) òàêèõ, ùî 0 ≤ βi ≤ αi,
i = 1, 2, . . . , n. Êiëüêiñòü òàêèõ ïîñëiäîâíîñòåé (à ðàçîì ç
íèìè i äiëüíèêiâ) çãiäíî ç ïðàâèëîì ìíîæåííÿ äîðiâíþ¹

(α1 + 1)(α2 + 1) . . . (αn + 1).

1.15. 2 · (n− 1)! 1.16◦. A4
25. 1.17◦. A4

8.
1.18. (n− 2)!
1.19. C4

9 , âêàçàíi ÷èñëà âèçíà÷àþòüñÿ ìíîæèíîþ ñâî¨õ
öèôð.

1.20. C4
10.

1.21∗. Çàïîâíþ¹ìî âñi êëiòèíè òàáëèöi, êðiì êëiòèí
îñòàííüîãî ðÿäêà é îñòàííüîãî ñòîâïöÿ (ïðàâîãî), ÷èñëà-
ìè +1 i−1 (çãiäíî ç ïðàâèëîì ìíîæåííÿ, öå ìîæíà çðîáè-

òè 2(n−1)(m−1) ñïîñîáàìè). Çàïîâíþ¹ìî n−1 êëiòèí îñòàí-
íüîãî ðÿäêà, êðiì îñòàííüî¨ (ïðàâî¨) òàê, ùîá äîáóòîê ÷è-
ñåë ó êîæíîìó ç (n−1) ñòîâïöiâ äîðiâíþâàâ +1. Çàïîâíþ-
¹ìî êëiòèíè îñòàííüîãî ñòîâïöÿ òàê, ùîá äîáóòîê ÷èñåë
ó êîæíîìó ç m− 1 ïåðøèõ ðÿäêiâ i â îñòàííüîìó ñòîâïöi
äîðiâíþâàâ +1. Îòæå, äîáóòîê ÷èñåë ó êîæíiì ñòîâïöi
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äîðiâíþâàòèìå +1 i ó êîæíiì ç m− 1 ïåðøèõ ðÿäêiâ äî-
ðiâíþâàòèìå +1, àëå òîäi äîáóòîê ÷èñåë i â îñòàííüîìó
ðÿäêó äîðiâíþâàòèìå +1, îñêiëüêè ó òàáëèöi äîáóòîê ÷è-
ñåë çà ðÿäêàìè äîðiâíþ¹ äîáóòêîâi çà ñòîâïöÿìè.

Âiäïîâiäü: 2(n−1)(m−1).
1.22. Iç p + 1 ïðîìiæêiâ ìiæ áiëèìè êóëÿìè (âðà-

õîâóþ÷è äâà êiíöåâi íåñêií÷åííi ïðîìiæêè) âèáåðåìî q,
â ÿêèõ ðîçìiñòèìî ÷îðíi êóëi. Öå ìîæíà âèêîíàòè Cqp+1

ñïîñîáàìè.
1.23 (3). Ïîñëiäîâíî ïðîâîäèòèìåìî íà ïëîùèíi ïðÿ-

ìi. Íåõàé ïðîâåäåíî n− 1 ïðÿìèõ i An−1 � ÷èñëî ÷àñòèí
ïëîùèíè, ÿêi ïðè öüîìó óòâîðèëèñÿ. Ïðîâåäåìî n-ó ïðÿ-
ìó. Äî An−1 ÷àñòèí n-à ïðÿìà äîäàñòü ùå n ÷àñòèí, òîìó

An = An−1 + n.

Äîêëàäíiøå: A1 = 2, A2 = A1 + 2, . . . , An = An−1 + n, . . .
Äîäàþ÷è ïî÷ëåííî ïåðøi n ðiâíîñòåé, îäåðæèìî

An =
n(n+ 1)

2
+ 1.

Âiäïîâiäi: 1)C2
n; 2)C

3
n; 3)n(n+ 1)/2 + 1; 4) 2n � êiëü-

êiñòü íåîáìåæåíèõ ÷àñòèí, n(n−3)/2+1 � êiëüêiñòü îáìå-
æåíèõ.

1.24. n(n− 3)/2.
1.25. Êîæíà òî÷êà ïåðåòèíó äiàãîíàëåé çàäà¹ ÷îòèðè

âåðøèíè n-êóòíèêà i íàâïàêè, òîìó ÷èñëî òî÷îê ïåðåòèíó
äiàãîíàëåé äîðiâíþ¹ C4

n.
1.26∗. Ó îïóêëîìó n-êóòíèêó âñüîãî n(n − 3)/2 = N

äiàãîíàëåé.
Íåõàé k − 1 ïåðøèõ äiàãîíàëåé äiëÿòü ìíîãîêóòíèê

íà Ak−1 ÷àñòèí. Ïðîâåäåìî k-òó äiàãîíàëü. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç pk ÷èñëî òî÷îê ïåðåòèíó k-¨ äiàãîíàëi ç ïåðøèìè
k − 1 äiàãîíàëÿìè. Òîäi

Ak = Ak−1 + (pk + 1), k = 2, 3, . . . , N.

Äîäàþ÷è ïî÷ëåííî öi ðiâíîñòi, îòðèìà¹ìî

AN = 1 + C4
n + n(n− 3)/2.
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1.27. Ñêîðèñòàòèñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.
1.28. Çàïèñàòè åëåìåíòè ó ñïèñîê i ïðèïèñàòè êîæíî-

ìó ç íèõ íîìåð ìiñöÿ ó ñïèñêó.
1.29. Ñêîðèñòàòèñÿ ïðàâèëîì ìíîæåííÿ.
1.30. Ç îäíîãî áîêó, n-åëåìåíòíó ìíîæèíó ìîæíà âïî-

ðÿäêóâàòè n! ñïîñîáàìè. Ç iíøîãî, Cknk!(n − k)! ñïîñîáà-
ìè � ñïî÷àòêó ðîçáèòè ¨¨ íà äâi íåïåðåòèííi ïiäìíîæèíè
(Ckn ñïîñîáàìè), à ïîòiì óïîðÿäêóâàòè êîæíó ç íèõ (âiä-
ïîâiäíî k! i (n− k)! ñïîñîáàìè). Òîìó n! = Cknk!(n− k)!

1.32. Ïiäðàõó¹ìî ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê n-åëåìåíòíî¨
ìíîæèíè äâîìà ñïîñîáàìè. Ç îäíîãî áîêó, öå ÷èñëî äî-
ðiâíþ¹ n! À ç iíøîãî, éîãî ìîæíà çíàéòè òàê: ðîçáèâà¹-
ìî n-åëåìåíòíó ìíîæèíó íà m íåïåðåòèííèõ ïiäìíîæèí,
ÿêi ìiñòÿòü âiäïîâiäíî k1, k2, . . . , km åëåìåíòiâ (öå ìîæíà
âèêîíàòè Cn(k1, k2, . . . , km) ñïîñîáàìè), à ïîòiì óïîðÿä-
êîâó¹ìî êîæíó ç íèõ âiäïîâiäíî k1!, k2!, . . . , km! ÷èñëîì
ñïîñîáiâ. Îòæå

n! = Cn(k1, k2, . . . , km)k1!k2! . . . km!

1.33. Ñëîâî âèçíà÷à¹òüñÿ âèáîðîì ìiñöü ïiä áóêâó
êîæíîãî òèïó (ðîçáèòòÿì ìíîæèíè íà ïiäìíîæèíè).

1.34. Cm+n+s(m,n, s). 1.35. C3n(n, n, n).
1.36. Êîæíié ñïîëóöi ç ïîâòîðåííÿìè ç m åëåìåí-

òiâ ïî n ìîæíà ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü ïîñëiäîâíiñòü ç
n íóëiâ, âiäîêðåìëåíèõ m−1 îäèíèöÿìè (ïðè÷îìó ÷èñëî
íóëiâ ìiæ îäèíèöÿìè äîðiâíþ¹ ÷èñëó åëåìåíòiâ äàíîãî
òèïó) i íàâïàêè.

1.37. Äèâ. ïîïåðåäíþ çàäà÷ó, m − 1 îäèíèöü ìàþòü
ñòîÿòè ó n− 1 ïðîìiæêàõ ìiæ íóëÿìè
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