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Äèñêðåòíîå âåðîÿòíîñòíîå
ïðîñòðàíñòâî

4.3 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ êîìáèíàòîðèêè

Â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñî-
áûòèÿ A ñâîäèòñÿ ê ïîäñ÷åòó îòíîøåíèÿ ÷èñëà n(A) èñõîäîâ,
âõîäÿùèõ â A (áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ A), ê ÷èñëó n(Ω) èñõîäîâ
â Ω (÷èñëó âñåõ èñõîäîâ). Ïðè ïîäñ÷åòå ýòèõ ÷èñåë âàæíóþ ðîëü
èãðàþò ìåòîäû êîìáèíàòîðèêè (ðàçäåë ìàòåìàòèêè, èçó÷àþùèé
êîíå÷íûå ìíîæåñòâà).

Ïðàâèëî óìíîæåíèÿ (îñíîâíîé ïðèíöèï êîìáèíàòî-
ðèêè). Ïóñòü A è B � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà. Êàæäûå äâà
ýëåìåíòà a ∈ A è b ∈ B îïðåäåëÿþò óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó ýëå-
ìåíòîâ (a, b). Ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (a, b), a ∈ A,
b ∈ B íàçûâàþò äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ A è B è
îáîçíà÷àþò A×B.

Ïðàâèëî óìíîæåíèÿ. ×èñëî n(A × B) ýëåìåíòîâ äåêàð-
òîâà ïðîèçâåäåíèÿ A × B êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ A è B ðàâíî
ïðîèçâåäåíèþ n(A)n(B) ÷èñëà n(A) ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A è
÷èñëà n(B) ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà B:

n(A×B) = n(A)n(B).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå A × B ïðåä-
ñòàâèì â âèäå îáúåäèíåíèÿ:

A×B = ({a1} ×B) ∪ ({a2} ×B) ∪ . . . ∪ ({an(A)} ×B)

íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ {ai} × B, i = 1, 2, . . . , n(A). ×èñëî
ýëåìåíòîâ êàæäîãî èç ìíîæåñòâ {ai} ×B ðàâíî n(B). Ïîýòîìó
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n(A×B) = n({a1} ×B) + n({a2} ×B) + . . . + n({an(A)} ×B) =

= n(B) + n(B) + . . . + n(B) = n(A)n(B).

Ïðèìåð. Ïóñòü A = {1, 2, 3} è B = {4, 5, 6, 7}. Íàéòè ÷èñëî
ýëåìåíòîâ â A×B.

Ðåøåíè å. Ñîãëàñíî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ

n(A×B) = n(A)n(B) = 3 · 4 = 12.

Äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ A(1), A(2), . . . , A(k) áó-
äåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

(a(1), a(2), . . . , a(k)), a(i) ∈ A(i), i = 1, 2, . . . , k,

è áóäåì îáîçíà÷àòü

A(1) ×A(2) × . . .×A(k).

Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, óñòàíàâëèâàåì
ñëåäóþùåå îáùåå ïðàâèëî óìíîæåíèÿ.

×èñëî n(A(1) × A(2) × . . . × A(k)) ýëåìåíòîâ äåêàðòîâà ïðî-

èçâåäåíèÿ A(1) × A(2) × . . . × A(k) ìíîæåñòâ A(1), A(2), . . . , A(k)

ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ n(A(1))n(A(2)) . . . n(A(k)) ÷èñëà ýëåìåíòîâ

n(A(1)), n(A(2)), . . . , n(A(k)) ýòèõ ìíîæåñòâ:

n(A(1) ×A(2) × . . .×A(k)) = n(A(1))n(A(2)) . . . n(A(k)).

×àñòî ïðàâèëî óìíîæåíèÿ óäîáíî ôîðìóëèðîâàòü òåðìèíàõ
äåéñòâèé.

Ïóñòü íåîáõîäèìî âûïîëíèòü îäíî çà äðóãèì k äåéñòâèé.
Åñëè ïåðâîå äåéñòâèå ìîæíî âûïîëíèòü n1 ñïîñîáàìè, âòîðîå
� n2 ñïîñîáàìè è òàê äî k-ãî äåéñòâèÿ, êîòîðîå ìîæíî âû-
ïîëíèòü nk ñïîñîáàìè, òî âñå k äåéñòâèé âìåñòå ìîãóò áûòü
âûïîëíåíû n1n2 . . . nk ñïîñîáàìè.

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå � íå ÷òî èíîå êàê ïðàâèëî óìíîæå-
íèÿ, ñôîðìóëèðîâàííîå â òåðìèíàõ äåéñòâèé. Åñëè îáîçíà÷èòü
÷åðåç A(1) íàáîð ñïîñîáîâ âûïîëíèòü äåéñòâèå 1, ÷åðåç A(2) �
äåéñòâèå 2, . . . , ÷åðåç A(k) � íàáîð ñïîñîáîâ âûïîëíèòü äåé-
ñòâèe k, òî ýëåìåíò èç A(1) × A(2) × · · · × A(k) çàäàåò ñïîñîá
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âûïîëíèòü âñå k äåéñòâèé âìåñòå (â óêàçàííîì ïîðÿäêå), ïðè
ýòîì

n(A(1) ×A(2) × · · · ×A(k)) = n(A(1))n(A(2)) . . . n(A(k)),

à n(A(1)) = n1, n(A(2)) = n2, . . . , n(A(k)) = nk. Òàê ÷òî ÷èñëî
ñïîñîáîâ âûïîëíèòü k äåéñòâèé âìåñòå ðàâíî n1n2 . . . nk.

Ïðèìåð. Â êàæäóþ êëåòêó ïðÿìîóãîëüíîé òàáëèöû,
ñîñòîÿùåé èç m ñòðîê è n ñòîëáöîâ, çàïèñûâàþò ÷èñëà +1
èëè −1. Ñêîëüêî òàáëèö ìîæíî ïîëó÷èòü òàêèì îáðàçîì?

Ðåøåíè å. Çàïîëíèòü òàáëèöó m× n ÷èñëàìè +1 è −1 çíà-
÷èò âûïîëíèòü mn äåéñòâèé (ïî ÷èñëó êëåòîê). Êàæäîå äåé-
ñòâèå ìîæíî âûïîëíèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ïîýòîìó â ñèëó ïðà-
âèëà óìíîæåíèÿ ÷èñëî ñïîñîáîâ çàïîëíèòü òàáëèöó (à, ñëåäîâà-
òåëüíî, è èñêîìîå ÷èñëî òàáëèö) ðàâíî 2mn.

�Ñïîñîá�. Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ êîìáèíàòîðèêè íåîáõîäèìî
îòâåòèòü íà âîïðîñ: �Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ âûïîëíèòü
òî èëè èíîå äåéñòâèå, ïîñòðîèòü èëè óïîðÿäî÷èòü òî èëè èíîå
ìíîæåñòâî è ò. ä.?� Ïðè ýòîì, ïðåæäå ÷åì ïîäñ÷èòûâàòü ÷èñëî
ñïîñîáîâ, íåîáõîäèìî âûÿñíèòü, ÷òî èìåííî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñïîñîá èëè êàê (÷åì) åãî ìîæíî îïèñàòü. Ïðåæäå ÷åì îòâå÷àòü
íà âîïðîñ �Ñêîëüêî?� íåîáõîäèìî îòâåòèòü íà âîïðîñ �×òî? ×òî
áóäåì ñ÷èòàòü?� Â ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè çàäà÷àõ ñïîñîá ïî-
ñòðîèòü (îáðàçîâàòü, ñîñòàâèòü, óïîðÿäî÷èòü, è ò. ä.), êàê ïðà-
âèëî, ìîæíî îïèñàòü ýëåìåíòàìè òîãî èëè èíîãî ìíîæåñòâà èëè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âûïîëíåíèÿ òåõ èëè èíûõ äåéñòâèé.

Óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç n
ýëåìåíòîâ, êîðîòêî áóäåì íàçûâàòü n-ýëåìåíòíûì ìíîæåñò-
âîì.

Îïðåäåëåíèå. n-Ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî Ω áóäåì íàçûâàòü
óïîðÿäî÷åííûì, åñëè êàæäîìó åãî ýëåìåíòó ïîñòàâëåíî â ñîîò-
âåòñòâèå ÷èñëî (íîìåð ýëåìåíòà) îò 1 äî n, ïðè÷åì òàê, ÷òî ðàç-
ëè÷íûì ýëåìåíòàì ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ðàçëè÷íûå íîìåðà.

Óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà ðàçëè÷íû, åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ
ëèáî ñâîèìè ýëåìåíòàìè, ëèáî èõ ïîðÿäêîì.

Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ìîæíî óïîðÿäî÷èòü ñëåäóþùèì ñïîñî-
áîì: çàïèñàòü âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà â ñïèñîê a, b, c, . . . , f ,
è ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ýëåìåíòó åãî íîìåð â
ñïèñêå, èëè, ÷òî òî æå, ðàñïîëîæèòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà íà
çàíóìåðîâàííûõ ìåñòàõ è êàæäîìó ýëåìåíòó ïðèïèñàòü íî-
ìåð ìåñòà, íà êîòîðîì îí îêàçàëñÿ. Êàê ïðàâèëî, òàê è áóäåì
ïîñòóïàòü.

Ïåðåñòàíîâêè. Ìû ÷àñòî áóäåì èìåòü äåëî ñ óïîðÿäî÷åí-
íûìè ìíîæåñòâàìè, îòëè÷àþùèìèñÿ òîëüêî ïîðÿäêîì ýëåìåí-
òîâ, íî íå ñàìèìè ýëåìåíòàìè.
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Îïðåäåëåíèå. Ïåðåñòàíîâêàìè n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà
áóäåì íàçûâàòü åãî n-ýëåìåíòíûå óïîðÿäî÷åííûå ïîäìíîæåñòâà.

×èñëî âñåõ ïåðåñòàíîâîê n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà îáîçíà-
÷àþò Pn.

Ïðèìåð 4.3.1 . Âûïèñàòü âñå ïåðåñòàíîâêè ìíîæåñòâà
Ω = {a, b, c}.

Ðåøåíè å. (a, b, c), (a, c, b), (b, a, c), (b, c, a), (c, a, b), (c, b, a).
Òåîðåìà. ×èñëî Pn âñåõ ïåðåñòàíîâîê n-ýëåìåíòíîãî ìíî-

æåñòâà ðàâíî n!, ò. å.
Pn = n!

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êàæäîé ïåðåñòàíîâêå n-ýëåìåíòíîãî
ìíîæåñòâà ñîîòâåòñòâóåò ñïîñîá åãî óïîðÿäî÷èòü (óïîðÿäî÷èòü
� ðàñïîëîæèòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà íà n çàíóìåðîâàííûõ ìå-
ñòàõ è êàæäîìó ýëåìåíòó ïðèïèñàòü íîìåð ìåñòà, íà êîòîðîì
îí îêàçàëñÿ) è íàîáîðîò � ñïîñîá óïîðÿäî÷èòü ìíîæåñòâî çà-
äàåò ïåðåñòàíîâêó. Ïîýòîìó ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê n-ýëåìåíòíîãî
ìíîæåñòâà ðàâíî ÷èñëó ñïîñîáîâ åãî óïîðÿäî÷èòü. Óïîðÿäî÷èòü
n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî � ðàñïîëîæèòü åãî ýëåìåíòû íà n ìåñ-
òàõ ìîæíî âûïîëíèâ n äåéñòâèé: äåéñòâèå ïåðâîå � çàïîëíèòü
ïåðâîå ìåñòî (îäíèì èç n ýëåìåíòîâ), äåéñòâèå âòîðîå � çàïîë-
íèòü âòîðîå ìåñòî (îäíèì èç (n − 1) îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ) è
ò. ä. Ïî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ âñå n äåéñòâèé ìîæíî âûïîëíèòü
n · (n− 1) . . . 2 · 1 ñïîñîáàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, n-ýëåìåíòíîå ìíî-
æåñòâî Ω ìîæíî óïîðÿäî÷èòü Pn = n! ñïîñîáàìè.

Ïðèìåð. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî óïîðÿäî÷èòü ìíî-
æåñòâî ÷èñåë 1, 2, . . . , 2n òàê, ÷òîáû ÷åòíûå ÷èñëà ïîëó÷èëè
÷åòíûå íîìåðà?

Ðåøåíè å. Ðàñïîëîæèì 2n ÷èñåë 1, 2, . . . , 2n íà 2n ìåñòàõ,
ïðè÷åì òàê, ÷òîáû ÷åòíûå ÷èñëà çàíÿëè ìåñòà ñ ÷åòíûìè íî-
ìåðàìè (ïðè ýòîì íå÷åòíûå ÷èñëà çàéìóò ìåñòà ñ íå÷åòíûìè
íîìåðàìè). Âûïîëíèì ýòî â äâà äåéñòâèÿ. Äåéñòâèå ïåðâîå �
ðàñïîëîæèì n ÷åòíûõ ÷èñåë íà n ÷åòíûõ ìåñòàõ (óïîðÿäî÷èì
n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî); ýòî ìîæíî ñäåëàòü n! ñïîñîáàìè. Äåé-
ñòâèå âòîðîå � ðàñïîëîæèì n íå÷åòíûõ ÷èñåë íà n íå÷åòíûõ
ìåñòàõ (n! ñïîñîáàìè). Äâà äåéñòâèÿ âìåñòå (ðàñïîëîæåíèå ÷åò-
íûõ ÷èñåë íà ÷åòíûõ ìåñòàõ, íå÷åòíûõ � íà íå÷åòíûõ) ñîãëàñíî
ïðàâèëó óìíîæåíèÿ ìîæíî âûïîëíèòü (n!)2 ñïîñîáàìè.

Ðàçìåùåíèÿ. Ðàññìîòðèì óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà, êî-
òîðûå ìîãóò îòëè÷àòüñÿ íå òîëüêî ïîðÿäêîì ýëåìåíòîâ, íî è
ñàìèìè ýëåìåíòàìè.

Îïðåäåëåíèå. Ðàçìåùåíèÿìè èç n ýëåìåíòîâ ïî k áóäåì
íàçûâàòü óïîðÿäî÷åííûå k-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà n-ýëåìåíò-
íîãî ìíîæåñòâà.
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Ðàçìåùåíèÿ èç n ýëåìåíòîâ ïî k ðàçëè÷íû, åñëè îíè îòëè-
÷àþòñÿ èëè ñâîèìè ýëåìåíòàìè, èëè ïîðÿäêîì ýëåìåíòîâ.

×èñëî âñåõ ðàçëè÷íûõ ðàçìåùåíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî k áó-
äåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì Ak

n.

Ïðèìåð 4.3.2. Ïóñòü Ω = {a, b, c}. Âûïèñàòü âñå ðàçìåùå-
íèÿ èç 3 ýëåìåíòîâ ïî 2.

Ðåøåíè å. (a, b), (b, a), (a, c), (c, a), (b, c), (c, b).

Òåîðåìà. ×èñëî Ak
n âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ k-ýëåìåíòíûõ ïîä-

ìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà (÷èñëî ðàçìåùåíèé èç n
ýëåìåíòîâ ïî k) ðàâíî n(n− 1) . . . (n− (k − 1)), ò. å.

Ak
n = n(n− 1) . . . (n− (k − 1)) = n!/(n− k)!

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êàæäîìó ðàçìåùåíèþ èç n ýëåìåíòîâ
ïî k ñîîòâåòñòâóåò ñïîñîá óïîðÿäî÷èòü k-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñò-
âî n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà è íàîáîðîò (óïîðÿäî÷èòü k-ýëåìåíò-
íîå ïîäìíîæåñòâî � ðàñïîëîæèòü åãî ýëåìåíòû íà k çàíóìåðî-
âàííûõ ìåñòàõ è ïðèïèñàòü êàæäîìó ýëåìåíòó íîìåð ìåñòà, íà
êîòîðîì îí îêàçàëñÿ). Ïîýòîìó ÷èñëî ðàçìåùåíèé èç n ýëåìåí-
òîâ ïî k ðàâíî ÷èñëó ñïîñîáîâ åãî óïîðÿäî÷èòü. Óïîðÿäî÷èòü
k-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà ìîæíî ïî-
ñëåäîâàòåëüíî âûáèðàÿ k ýëåìåíòîâ èç n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà
è ðàñïîëàãàÿ èõ íà k çàíóìåðîâàííûõ ìåñòàõ, ò. å. âûïîëíÿÿ k
äåéñòâèé: äåéñòâèå ïåðâîå � çàïîëíèòü ïåðâîå ìåñòî (îäíèì èç
n ýëåìåíòîâ), äåéñòâèå âòîðîå � çàïîëíèòü âòîðîå ìåñòî (îäíèì
èç (n − 1) îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ) è ò. ä., äåéñòâèå k-å � çàïîë-
íèòü k-å ìåñòî îäíèì èç (n−(k−1)) îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ. Ïåð-
âîå äåéñòâèå ìîæíî âûïîëíèòü n ñïîñîáàìè, âòîðîå � (n − 1)
ñïîñîáàìè, è ò. ä., k-å äåéñòâèå ìîæíî âûïîëíèòü (n − (k − 1))
ñïîñîáàìè. Ñîãëàñíî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ âñå k äåéñòâèé âìåñòå
ìîæíî âûïîëíèòü n(n− 1) . . . (n− (k − 1)) ñïîñîáàìè.

Ñî÷åòàíèÿ. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà, ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ â
êîòîðûõ íåñóùåñòâåíåí.

Îïðåäåëåíèå. Ñî÷åòàíèÿìè èç n ýëåìåíòîâ ïî k áóäåì íà-
çûâàòü k-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.

Ñî÷åòàíèÿ èç n ýëåìåíòîâ ïî k ðàçëè÷íû, åñëè îíè îòëè÷à-
þòñÿ õîòÿ áû îäíèì ýëåìåíòîì. Ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ â ñî÷åòàíèè
íåñóùåñòâåíåí � ñî÷åòàíèÿ, ñîñòîÿùèå èç îäíèõ è òåõ æå ýëå-
ìåíòîâ, íåðàçëè÷èìû.

×èñëî âñåõ k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíî-
æåñòâà (÷èñëî ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî k) áóäåì îáîçíà÷àòü
ñèìâîëîì Ck

n.
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Ïðèìåð 4.3.3. Ïóñòü Ω = {a, b, c}. Âûïèñàòü âñå ñî÷åòà-
íèÿ èç 3 ýëåìåíòîâ ïî 1, èç 3 ïî 2.

Ðåøåíè å. {a}, {b}, {c} � ñî÷åòàíèÿ èç 3 ýëåìåíòîâ ïî 1;
{a, b}, {a, c}, {b, c} � ñî÷åòàíèÿ èç 3 ýëåìåíòîâ ïî 2. Èç îïðå-
äåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî, íàïðèìåð, {a, b} è {b, a} � îäíî è òî æå
ñî÷åòàíèå.

Òåîðåìà. ×èñëî Ck
n âñåõ k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ

n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà (÷èñëî ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ
ïî k) ðàâíî n!/(k!(n− k)!), ò. å.

Ck
n =

n!

k!(n− k)!
.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê n-ýëå-
ìåíòíîãî ìíîæåñòâà äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, îíî
ðàâíî n! C äðóãîé � ýòî ÷èñëî ìîæíî ïîëó÷èòü òàê: ðàçîáüåì
n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî íà äâà ïîäìíîæåñòâà ñîäåðæàùèõ ñî-
îòâåòñòâåííî k è (n − k) ýëåìåíòîâ, âûáðàâ k-ýëåìåíòíîå ïîä-
ìíîæåñòâî (ýòî ìîæíî ñäåëàòü Ck

n ñïîñîáàìè). Çàòåì êàæäîå èç
ýòèõ ïîäìíîæåñòâ óïîðÿäî÷èì, ïåðâîå � k! ñïîñîáàìè, âòîðîå �
(n− k)! ñïîñîáàìè, âñåãî âûïîëíåíî òðè äåéñòâèÿ. Òàê ÷òî ÷èñ-
ëî óïîðÿäî÷åííûõ n-ýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ ðàâíî Ck

nk!(n − k)!
Ïîýòîìó

n! = Ck
nk!(n− k)!

Îòñþäà

Ck
n =

n!

k!(n− k)!
.

Ïðèìåð 4.3.4 (�øàõìàòíûé ãîðîä�). Ðàññìîòðèì ïðÿìî-
óãîëüíóþ ñåòêó êâàäðàòîâ � �øàõìàòíûé ãîðîä�, ñîñòîÿùèé
èç m × n êâàäðàòíûõ êâàðòàëîâ, ðàçäåëåííûõ n − 1 �ãîðèçîí-
òàëüíûìè� è m− 1 �âåðòèêàëüíûìè� óëèöàìè (ñì. ðèñ. 4.3.1).
Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íà ýòîé ñåòêå ðàçëè÷íûõ êðàò÷àéøèõ ïó-
òåé, âåäóùèõ èç ëåâîãî íèæíåãî óãëà (òî÷êè (0, 0)) â ïðàâûé
âåðõíèé óãîë (òî÷êó (m,n))?



4.3. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ êîìáèíàòîðèêè 7

(0,   )n

(    ,   )m 0

0

(m,n)

Ðèñ. 4.3.1: �Øàõìàòíûé ãîðîä�

Ð åø å í è å. Îáîçíà÷èì áóêâîé �Ã� ãîðèçîíòàëüíûé îòðåçîê
ïóòè, áóêâîé �Â� � âåðòèêàëüíûé. Êàæäûé êðàò÷àéøèé ïóòü èç
(0, 0) â (m,n) ñîñòîèò èç n âåðòèêàëüíûõ îòðåçêîâ è m ãîðèçîí-
òàëüíûõ. Îí ïîëíîñòüþ çàäàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äëèíîé
n + m, ñîñòàâëåííîé èç m áóêâ �Ã� è n áóêâ �Â�, è íàîáîðîò.
Ïîýòîìó ÷èñëî êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç (0, 0) â (m,n) ðàâíî ÷èñ-
ëó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíîé n+m, ñîñòàâëåííûõ èç m áóêâ
�Ã� è n áóêâ �Â�. Êàæäàÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíîçíà÷íî
çàäàåòñÿ âûáîðîì m ìåñò èç n + m äëÿ áóêâû �Ã� (îñòàâøèåñÿ
ìåñòà çàïîëíÿþòñÿ áóêâàìè �Â�), ïîýòîìó èõ ÷èñëî ðàâíî Cm

n+m.
Ðàçáèåíèÿ íà ïîäìíîæåñòâà. Ðàçáèåíèåì n-ýëåìåíòíîãî

ìíîæåñòâà Ω íà m ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ, ñî-
äåðæàùèõ ñîîòâåòñòâåííî k1, k2, . . . , km ýëåìåíòîâ (k1 + k2 + . . .
. . . + km = n), áóäåì íàçûâàòü óïîðÿäî÷åííûé íàáîð

(A,B,C, . . . , S)

èç m íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω, ñîäåðæà-
ùèõ ñîîòâåòñòâåííî k1, k2, . . . , km ýëåìåíòîâ.

Äâà ðàçáèåíèÿ íàm ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ,
ñîäåðæàùèõ ñîîòâåòñòâåííî k1, k2, . . . , km ýëåìåíòîâ, ðàçëè÷íû,
åñëè õîòÿ áû â îäíîé ïàðå ñîîòâåòñòâóþùèõ kj-ýëåìåíòíûõ ïîä-
ìíîæåñòâ (j = 1, 2, . . . ,m) èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû.

×èñëî âñåõ ðàçáèåíèé n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà íà m ïîïàð-
íî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ ñîîòâåòñòâåííî
k1, k2, . . . , km ýëåìåíòîâ (k1+k2+· · ·+km = n), áóäåì îáîçíà÷àòü
ñèìâîëîì Cn(k1, k2, . . . , km).

Ïðèìåð 4.3.5 . Ïðèâåñòè âñå âîçìîæíûå ðàçáèåíèÿ ìíî-
æåñòâà Ω = {a, b, c, d} íà 3 íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà:
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(A,B,C), ñîäåðæàùèõ ñîîòâåòñòâåííî k1 = 1 ýëåìåíòîâ
(â ìíîæåñòâå A); k2 = 2 ýëåìåíòîâ (â ìíîæåñòâå B); k3 = 1
ýëåìåíòîâ (â ìíîæåñòâå C).

Ðåøåíè å.

({a}, {b, c}, {d}); ({a}, {c, d}, {b}); ({a}, {b, d}, {c});
({b}, {a, c}, {d}); ({b}, {c, d}, {a}); ({b}, {a, d}, {c});
({c}, {a, b}, {d}); ({c}, {a, d}, {b}); ({c}, {b, d}, {a});
({d}, {a, b}, {c}); ({d}, {a, c}, {b}); ({d}, {b, c}, {a}).
Çàìåòèì, ÷òî íàïðèìåð, ({a}, {b, c}, {d}) è ({d}, {b, c}, {a})

ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè ðàçáèåíèÿìè ìíîæåñòâà Ω = {a, b, c, d}.
Òåîðåìà. ×èñëî Cn(k1, k2, . . . , km) âñåõ ðàçáèåíèé n-ýëåìåí-

òíîãî ìíîæåñòâà Ω íà m ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíî-
æåñòâ B1, B2, . . . , Bm, ñîäåðæàùèõ ñîîòâåòñòâåííî k1, k2, . . .
. . . , km ýëåìåíòîâ (k1+k2+· · ·+km = n), ðàâíî n!/(k1!k2! . . . km!),
ò. å.

Cn(k1, k2, . . . , km) =
n!

k1!k2! . . . km!
.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê n-ýëå-
ìåíòíîãî ìíîæåñòâà Ω. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî ÷èñëî, êàê èçâåñò-
íî, ðàâíî n! Ñ äðóãîé ñòîðîíû åãî ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ðàçáèòü n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî íà m íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ B1, B2, . . . , Bm, ñîäåðæàùèõ ñîîòâåòñòâåí-
íî k1, k2, . . . , km ýëåìåíòîâ (ýòî ìîæíî ñäåëàòü Cn(k1, k2, . . . , km)
ñïîñîáàìè). À çàòåì óïîðÿäî÷èòü êàæäîå èç íèõ � ñîîòâåòñòâåí-
íî k1!, k2!, . . . , km! ñïîñîáàìè. Òîãäà ñîãëàñíî ïðàâèëó óìíîæå-
íèÿ ÷èñëî n-ýëåìåíòíûõ óïîðÿäî÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñò-
âà Ω ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ Cn(k1, k2, . . . , km)k1!k2! . . . km! Îòñþäà
èìååì:

n! = Cn(k1, k2, . . . , km)k1!k2! . . . km!

Ïîýòîìó

Cn(k1, k2, . . . , km) =
n!

k1!k2! . . . km!
.

×èñëà Cn(k1, k2, . . . , km) íàçûâàþòñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè.

Ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿìè. Ðàññìîòðèì îäíó âàæ-
íóþ èíòåðïðåòàöèþ ÷èñåë Cn(k1, k2, . . . , km).

Îïðåäåëåíèå. Ïåðåñòàíîâêîé ñ ïîâòîðåíèÿìè (ñëîâîì)
äëèíîé n, èç k1 ýëåìåíòîâ (áóêâ) a1, k2 ýëåìåíòîâ (áóêâ) a2, . . .
. . . , km ýëåìåíòîâ (áóêâ) am (k1 + k2 + · · ·+ km = n) áóäåì íàçû-
âàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíîé n, ñîñòàâëåííóþ èç ýëåìåíòîâ
(áóêâ) a1, a2, . . . , am â êîëè÷åñòâå k1, k2, . . . , km ñîîòâåòñòâåííî.
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Íàïðèìåð, ñëîâî �ñòàòèñòèêà� � ïåðåñòàíîâêà ñ ïîâòîðåíèÿ-
ìè ñîñòàâëåííàÿ èç äâóõ áóêâ �à�, äâóõ áóêâ �è�, îäíîé áóêâû �ê�,
äâóõ áóêâ �ñ�, òðåõ áóêâ �ò�.

Äâå ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿìè ðàçëè÷íû, åñëè ó ïåðå-
ñòàíîâîê õîòÿ áû íà îäíîì ìåñòå (èç n óïîðÿäî÷åííûõ ìåñò)
ðàñïîëîæåíû ðàçëè÷íûå áóêâû.

Ïðèìåð 4.3.6 . Âûïèñàòü âñå ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíè-
ÿìè (ñëîâà) äëèíîé 4, ñîñòàâëåííûå èç áóêâ {a, b}, â êîòîðûõ
áóêâû a, b âñòðå÷àþòñÿ ïî äâà ðàçà.

Ðåøåíè å. (a, a, b, b), (a, b, a, b), (b, a, a, b), (b, a, b, a), (b, b, a, a),
(a, b, b, a).

Òåîðåìà. ×èñëî âñåõ ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè (ñëîâ)
äëèíîé n, êîòîðûå ìîæíî ñîñòàâèòü èç k1 ýëåìåíòîâ a1,
k2 ýëåìåíòîâ a2 è ò. ä., km ýëåìåíòîâ am (k1+k2+· · ·+km = n)
ðàâíî

Cn(k1, k2, . . . , km) =
n!

k1!k2! . . . km!
.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàñïîëîæèâ k1 ýëåìåíòîâ a1, k2 ýëå-
ìåíòîâ a2, ò. ä., km ýëåìåíòîâ am íà n çàíóìåðîâàííûõ ÷èñëà-
ìè 1, 2, . . . , n ìåñòàõ è ïðèïèñàâ êàæäîìó ýëåìåíòó íîìåð ìåñ-
òà, íà êîòîðîì îí îêàçàëñÿ, ïîëó÷èì ïåðåñòàíîâêó ñ ïîâòîðå-
íèÿìè. Î÷åâèäíî, ïåðåñòàíîâêà ñ ïîâòîðåíèÿìè îïðåäåëÿåòñÿ
óêàçàíèåì k1 ìåñò äëÿ ýëåìåíòà a1, k2 ìåñò äëÿ ýëåìåíòà a2,
ò. ä., km ìåñò äëÿ ýëåìåíòà am, ò. å. ðàçáèåíèåì n-ýëåìåíòíîãî
ìíîæåñòâà çàíóìåðîâàííûõ ìåñò íà m íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîä-
ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ ñîîòâåòñòâåííî k1, k2, . . . , km ýëåìåíòîâ.
Òàêèõ ðàçáèåíèé (à âìåñòå ñ íèìè è ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíè-
ÿìè) ñóùåñòâóåò

Cn(k1, k2, . . . , km) =
n!

k1!k2! . . . km!
.

Ç àì å ÷ à í è å. Ñîñòàâëÿÿ ñëîâà, íåîáõîäèìî: 1◦ óêàçàòü äëè-
íó n ñëîâà, 2◦ óêàçàòü íàáîð {a1, a2, . . . , am} ðàçëè÷íûõ áóêâ,
èñïîëüçóåìûõ â çàïèñè ñëîâà, 3◦ óêàçàòü ÷èñëî kj � ïîâòîðåíèé
êàæäîé áóêâû aj , èñïîëüçóåìîé â çàïèñè ñëîâà (j = 1, 2, . . . ,m),
k1 + k2 + . . . + km = n.

Êîëè÷åñòâî ñëîâ, êîòîðûå ïðè ýòîì ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàâíî
Cn(k1, k2, . . . , km).

Òåîðåìà (ïîëèíîìèàëüíàÿ ôîðìóëà).

(a1+a2+. . .+am)n =
∑

k1+k2+...+km=n

Cn(k1, k2, . . . , km)ak11 ak22 . . . akmm ,
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ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì k1, k2, . . .
. . . , km, äëÿ êîòîðûõ k1 + k2 + . . . + km = n.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ

(a1 + a2 + . . . + am)n =

= (a1 + a2 + . . . + am)(a1 + a2 + . . . + am) . . . (a1 + a2 + . . . + am)

ðàâíî ñóììå âñåõ ñëàãàåìûõ âèäà d1d2 . . . dn, ãäå êàæäûé ñî-
ìíîæèòåëü di (i = 1, 2, . . . , n), ðàâåí èëè a1, èëè a2, è ò. ä.
èëè am. Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäîå ñëàãàåìîå d1d2 . . . dn îïðå-
äåëÿåòñÿ ñëîâîì äëèíîé n, ñîñòàâëåííûì èç áóêâ a1, a2, . . . , am.
Êàæäîìó òàêîìó ñëîâó ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâåäåíèå d1d2 . . . dn=
= ak11 ak22 . . . akmm . Êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ âèäà ak11 ak22 . . . akmm ðàâíî
÷èñëó ñëîâ äëèíîé n, êîòîðûå ìîæíî ñîñòàâèòü èç k1 áóêâ a1, k2
áóêâ a2, è ò. ä., km áóêâ am, ò. å. Cn(k1, k2, . . . , km). Òåì ñàìûì
òåîðåìà äîêàçàíà.

Ìîäåëü Ìàêñâåëëà�Áîëüöìàíà. Ýòà ìîäåëü îïèñûâàåò
ðàçìåùåíèå ðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö ïî ÿ÷åéêàì.

Òåîðåìà. Ïóñòü n ðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö ðàñïðåäåëÿåòñÿ ïî
m ÿ÷åéêàì (îáëàñòÿì ïðîñòðàíñòâà). Òîãäà ÷èñëî âñåõ ðàçìå-
ùåíèé ÷àñòèö ðàâíî mn. ×èñëî ðàçìåùåíèé ÷àñòèö, â êîòî-
ðûõ ïåðâàÿ ÿ÷åéêà ñîäåðæèò k1 ÷àñòèö, âòîðàÿ � k2 ÷àñòèö
è ò. ä., m-ÿ � km ÷àñòèö (k1 + k2 + . . . + km = n), ðàâíî
Cn(k1, k2, . . . , km).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè çàíóìåðóåì ÷àñòè-
öû ÷èñëàìè 1, 2, . . . , n, à ÿ÷åéêè (îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà) � íî-
ìåðàìè 1, 2, . . . ,m.

Îáîðîò �ðàñïðåäåëèòü (ðàçìåñòèòü) n ÷àñòèö ïî m ÿ÷åéêàì�
îáîçíà÷àåò � êàæäîé ÷àñòèöå ïðèïèñàòü íîìåð ÿ÷åéêè, â êî-
òîðîé îíà îêàæåòñÿ. Òàê ÷òî êàæäîìó ðàçìåùåíèþ n ÷àñòèö
ïî m ÿ÷åéêàì ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíîé n, ñî-
ñòàâëåííàÿ èç ÷èñåë 1, 2, . . . ,m, äðóãèìè ñëîâàìè ñîîòâåòñòâó-
åò ñëîâî (i1, i2, . . . , in) äëèíîé n, ñîñòàâëåííîå èç íîìåðîâ ÿ÷ååê
1, 2, . . . ,m (i1 � íîìåð ÿ÷åéêè, â êîòîðîé îêàçàëàñü ÷àñòèöà ñ
íîìåðîì 1, i2 � íîìåð ÿ÷åéêè, â êîòîðîé îêàçàëàñü ÷àñòèöà ñ
íîìåðîì 2 è ò. ä., in � íîìåð ÿ÷åéêè, â êîòîðîé îêàçàëàñü ÷àñòè-
öà ñ íîìåðîì n). È íàîáîðîò, êàæäàÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(ñëîâî) çàäàåò ðàñïðåäåëåíèå n ðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö ïî m ÿ÷åé-
êàì. Ïîýòîìó ÷èñëî âñåõ ðàçìåùåíèé n ÷àñòèö ïî m ÿ÷åéêàì
ðàâíî mn � ÷èñëó ñëîâ äëèíîé n, ñîñòàâëåííûõ èç ÷èñåë îò 1
äî m. À ÷èñëî ðàçìåùåíèé n ÷àñòèö ïî m ÿ÷åéêàì, ó êîòîðûõ â
ïåðâîé ÿ÷åéêå íàõîäèòñÿ k1 ÷àñòèö, âî âòîðîé � k2 ÷àñòèö è ò. ä.,
â m-é � km ÷àñòèö ðàâíî ÷èñëó ñëîâ äëèíîé n, ñîñòàâëåííûì
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èç k1 ýëåìåíòîâ (áóêâ) �1�, k2 ýëåìåíòîâ (áóêâ) �2� è ò. ä., km
ýëåìåíòîâ (áóêâ) �m�, ò. å. ðàâíî Cn(k1, k2, . . . , km).

Ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè. Ñî÷åòàíèåì èç m ýëåìåí-
òîâ ïî n ñ ïîâòîðåíèÿìè áóäåì íàçûâàòü íàáîð (ìíîæåñòâî)
èç n ýëåìåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç m
òèïîâ.

Äâà ñî÷åòàíèÿ èç m ýëåìåíòîâ ïî n ðàçëè÷íû, åñëè îíè îò-
ëè÷àþòñÿ êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ õîòÿ áû îäíîãî òèïà.

×èñëî ñî÷åòàíèé èç m ýëåìåíòîâ ïî n ñ ïîâòîðåíèÿìè áóäåì
îáîçíà÷àòü fn

m.
Ïðèìåð 4.3.7 . Âûïèñàòü âñå ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè

èç 4 ýëåìåíòîâ a, b, c, d ïî 2.
Ðåøåíè å. aa, bb, cc, dd, ab, ac, ad, bc, bd, dc.
Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî, íàïðèìåð, ab è ba � îäíî è òî

æå ñî÷åòàíèå ñ ïîâòîðåíèÿìè.
Òåîðåìà 4.3.1. ×èñëî fn

m ñî÷åòàíèé èç m ýëåìåíòîâ ïî n
ñ ïîâòîðåíèÿìè ðàâíî Cm−1

n+m−1:

fn
m = Cm−1

n+m−1.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êàæäîìó ñî÷åòàíèþ èçm ýëåìåíòîâ ïî
n ñ ïîâòîðåíèÿìè ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èç n íóëåé è m − 1 åäèíèö ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà âûïè-
øåì ïîñëåäîâàòåëüíî íóëè â êîëè÷åñòâå, ðàâíîì ÷èñëó ýëåìåí-
òîâ ïåðâîãî òèïà, âõîäÿùèõ â ñî÷åòàíèå ñ ïîâòîðåíèÿìè, çàòåì
åäèíèöó; äàëåå âûïèñûâàåì íóëè â êîëè÷åñòâå, ðàâíîì ÷èñëó
ýëåìåíòîâ âòîðîãî òèïà, çàòåì åäèíèöó è ò. ä. (ïîñëå íóëåé, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòàì m-ãî òèïà, åäèíèöó íå çàïèñûâàåì).
Íàîáîðîò, êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç n íóëåé èm−1 åäèíèö
ñîîòâåòñòâóåò ñî÷åòàíèå èç m ýëåìåíòîâ ïî n ñ ïîâòîðåíèÿìè
(ñíà÷àëà íàáèðàåì ýëåìåíòû ïåðâîãî òèïà â êîëè÷åñòâå ðàâíîì
÷èñëó íóëåé äî ïåðâîé åäèíèöû, çàòåì � ýëåìåíòû âòîðîãî òèïà
â êîëè÷åñòâå, ðàâíîì ÷èñëó íóëåé ìåæäó ïåðâîé è âòîðîé åäè-
íèöåé, è ò. ä.). Ïîýòîìó ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç m ýëåìåíòîâ ïî n ñ
ïîâòîðåíèÿìè ðàâíî ÷èñëó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñîñòàâëåííûõ
èç n íóëåé è m− 1 åäèíèö, êîëè÷åñòâî æå òàêèõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé ðàâíî Cm−1

n+m−1.
Òåîðåìà 4.3.2 . Åñëè n ≥ m, òî ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç m

ýëåìåíòîâ ïî n ñ ïîâòîðåíèÿìè, ó êîòîðûõ ýëåìåíò êàæäîãî

òèïà âñòðå÷àåòñÿ õîòÿ áû îäèí ðàç, ðàâíî Cm−1
n−1 .

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óñòàíîâèì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñî÷åòà-
íèåì èç m ýëåìåíòîâ ïî n ñ ïîâòîðåíèÿìè è ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òÿìè èç n íóëåé è m − 1 åäèíèö, êàê ýòî áûëî îïèñàíî â äî-
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êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.3.1. Ñî÷åòàíèÿì èç m ýëåìåíòîâ ïî n ñ
ïîâòîðåíèÿìè, ó êîòîðûõ ýëåìåíò êàæäîãî òèïà âñòðå÷àåòñÿ õî-
òÿ áû îäèí ðàç, ñîîòâåòñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç n íóëåé è
m− 1 åäèíèö, ó êîòîðûõ íèêàêèå äâå åäèíèöû íå ðàñïîëîæåíû
ðÿäîì. Òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü, âûáðàâ èç
n−1 ïðîìåæóòêîâ ìåæäó íóëÿìè m−1 ïðîìåæóòîê è ðàñïîëî-
æèâ â íèõ åäèíèöû. Ïîñëåäíåå ìîæíî ñäåëàòü Cm−1

n−1 ñïîñîáàìè.
Ïðèìåð. Êîñòü äîìèíî � íàáîð èç äâóõ ÷èñåë, êàæäîå èç

êîòîðûõ âûáðàíî èç ìíîæåñòâà {0, 1, 2, . . . , 6}. Êîñòü ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ñî÷åòàíèå èç m = 7 ýëåìåíòîâ ïî n = 2
ñ ïîâòîðåíèÿì. ×èñëî òàêèõ ñî÷åòàíèé (à âìåñòå ñ íèìè è
÷èñëî êîñòåé äîìèíî) ðàâíî

f2
7 = C7−1

2+7−1 = C6
8 =

8!

2!6!
=

7 · 8
2

= 28.

Ïðèìåð. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ ïîðÿäêà n ó áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè m
ïåðåìåííûõ?

Ðåøåíè å. ×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà n áåñêîíå÷íî äèô-
ôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f(x1, x2, . . . , xm) îòm ïåðåìåííûõ îïðå-
äåëÿåòñÿ ÷èñëîì äèôôåðåíöèðîâàíèé ïî êàæäîé ïåðåìåííîé è
íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Åñëè, ñêàæåì, ïî
ïåðâîé ïåðåìåííîé ìû ïðîäèôôåðåíöèðóåì k1 ðàç, ïî âòîðîé �
k2 ðàç, è ò. ä., ïî m-é � km ðàç (ïðè÷åì k1 + k2 + . . . + km =

= n), òî ïîëó÷èì ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ
∂nf(x1, x2, . . . , xm)

∂xk11 ∂xk22 . . . ∂xkmm
. ×èñ-

ëî òàêèõ ïðîèçâîäíûõ ðàâíî êîëè÷åñòâó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
k1 + k2 + . . . + km = n â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ, à ïî-
ñëåäíåå ðàâíî

fn
m = Cm−1

n+m−1.

Òåîðåìà 4.3.3. ×èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

x1 + x2 + . . . + xm = n (4.3.1)

â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ ðàâíî Cm−1
n+m−1, à â öåëûõ ïî-

ëîæèòåëüíûõ (ïðè n ≥ m) ðàâíî Cm−1
n−1 .

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

x1 + x2 + . . . + xm = n

â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(x1, x2, . . . , xm) öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî
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x1 +x2 + . . .+xm = n. Êàæäàÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàåò
ñî÷åòàíèå èç m ïî n ñ ïîâòîðåíèÿìè è íàîáîðîò. Â ñàìîì äåëå.
Ñî÷åòàíèå èç m ýëåìåíòîâ ïî n ñ ïîâòîðåíèÿìè îäíîçíà÷íî çà-
äàåòñÿ ÷èñëîì x1 ýëåìåíòîâ ïåðâîãî òèïà, ÷èñëîì x2 ýëåìåíòîâ
âòîðîãî òèïà è ò. ä., ÷èñëîì xm ýëåìåíòîâ m-ãî òèïà â íåãî âõî-
äÿùèõ, ò. å. çàäàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (x1, x2, . . . , xm) íåîò-
ðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, òàêîé, ÷òî x1 + x2 + . . . + xm = n,
è íàîáîðîò, � ñî÷åòàíèå èç m ýëåìåíòîâ ïî n ñ ïîâòîðåíèÿ-
ìè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (x1, x2, . . . , xm)
íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, òàêèõ, ÷òî x1 +x2 + . . .+xm = n
(x1 � ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïåðâîãî òèïà, x2 � âòîðîãî è ò. ä., xm �
m-ãî òèïà). Ïîýòîìó èñêîìîå ÷èñëî ðåøåíèé ðàâíî ÷èñëó Cm−1

n+m−1
ñî÷åòàíèé èç m ïî n ñ ïîâòîðåíèÿìè.

Êîëè÷åñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (4.3.1) â öåëûõ ïîëîæèòåëü-
íûõ ÷èñëàõ (ïðè óñëîâèè n ≥ m) ðàâíî ÷èñëó ñî÷åòàíèé èç m
ýëåìåíòîâ ïî n ñ ïîâòîðåíèÿìè, ó êîòîðûõ ýëåìåíò êàæäîãî òè-
ïà âñòðå÷àåòñÿ õîòÿ áû îäèí ðàç, ò. å. Cm−1

n−1 .
Ñ ë å ä ñ ò â è å. Ìåæäó ìíîæåñòâîì ñî÷åòàíèé èç m ýëåìåí-

òîâ ïî n ñ ïîâòîðåíèÿìè è ìíîæåñòâîì ðåøåíèé (x1, x2, . . . , xm)
óðàâíåíèÿ x1+x2+. . .+xm = n â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ
ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.

Ìîäåëü Á�îçå�Ýéíøòåéíà. Ýòà ìîäåëü îïèñûâàåò ðàçìå-
ùåíèå íåðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö ïî ÿ÷åéêàì.

Òåîðåìà 4.3.4 . Ïóñòü n íåðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö ðàñïðåäå-
ëÿåòñÿ ïî m ÿ÷åéêàì (îáëàñòÿì ïðîñòðàíñòâà). ×èñëî âñåõ
âîçìîæíûõ ðàçìåùåíèé ÷àñòèö ðàâíî

fn
m = Cm−1

n+m−1.

Åñëè n ≥ m, òî ÷èñëî òåõ ðàçìåùåíèé, ó êîòîðûõ êàæäàÿ

ÿ÷åéêà ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó ÷àñòèöó, ðàâíî Cm−1
n−1 .

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàçìåùåíèå n íåðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö ïî
m ÿ÷åéêàì çàäàåòñÿ óêàçàíèåì ÷èñëà x1 ÷àñòèö, ïîïàâøèõ â 1-þ
ÿ÷åéêó, x2 � âî 2-þ ÿ÷åéêó è ò. ä., ÷èñëà xm ÷àñòèö, ïîïàâøèõ â
m-þ ÿ÷åéêó, ò. å. çàäàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (x1, x2, . . . , xm)
öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë òàêîé, ÷òî

x1 + x2 + . . . + xm = n,

äðóãèìè ñëîâàìè, çàäàåòñÿ ðåøåíèåì (x1, x2, . . . , xm) óðàâíåíèÿ
x1+x2+. . .+xm = n, â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ (è íàîáî-
ðîò). À ÷èñëî òàêèõ ðåøåíèé ñîãëàñíî òåîðåìå 4.3.3 ðàâíî fn

m.
Ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè è ñëîâà.Ïóñòü èìååòñÿ ñëîâî

äëèíîé n, ñîñòàâëåííîå èç m áóêâ (ýëåìåíòîâ): x1 áóêâ a1, x2
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áóêâ a2 è ò. ä., xm áóêâ am (x1 + x2 + . . . + xm = n). �Cñûïàâ�
áóêâû ñëîâà â óðíó, ïîëó÷èì íàáîð èç n ýëåìåíòîâ, â êîòîðîì
÷èñëî ýëåìåíòîâ ïåðâîãî òèïà ðàâíî x1, âòîðîãî � x2, è ò. ä.,
m-ãî òèïà � xm, ò. å. ïîëó÷èì ñî÷åòàíèå èç m ýëåìåíòîâ ïî n
ñ ïîâòîðåíèÿìè (îäíî) ñ çàäàííûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ êàæäîãî
òèïà.

Íàîáîðîò. Ïóñòü ìû èìååì ñî÷åòàíèå èç m ýëåìåíòîâ ïî n
ñ ïîâòîðåíèÿìè, â êîòîðîì ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïåðâîãî òèïà ðàâ-
íî x1, âòîðîãî � x2, è ò. ä., m-ãî òèïà � xm (èìååì íàáîð èç
n ýëåìåíòîâ �ññûïàííûõ� â óðíó: x1 ýëåìåíòîâ a1, x2 ýëåìåíòîâ
a2 è ò. ä., xm ýëåìåíòîâ am). Ðàçìåñòèâ ýëåìåíòû íà n çàíóìå-
ðîâàííûõ ìåñòàõ (óïîðÿäî÷èâ èõ) ïîëó÷èì ñëîâî. ×èñëî âñåõ
òàêèõ ñëîâ ðàâíî Cn(x1, x2, . . . , xm).


